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Abstract 
2008 년의 글로벌 금융위기 파생상품시장의 

전반적인 구조가 변화하기 시작했다. 은행들이 

파생상품의 가격을 조정할 때 이전과는 다르게 

상대방의 부도위험, 무담보 조달비용 그리고 

파생상품 거래에서의 규제로부터 발생하는 

비용까지 고려하기 시작했다. 이렇게 파생상품 

가격 조정에 반영하는 최신이론들을 XVA 라고 

하는데, 해외은행들은 XVA 를 파생상품 가격 

조정에 반영하기 시작하였으나, 국내은행들은 

거의 반영하지 않고, 반영하더라도 피상적인 

방법만을 사용하고 있는 실정이다. 이로 인해 

같은 파생상품에 대해 해외와 국내간의 평가, 

거래 가격의 괴리가 커질 우려가 있다. 그렇기에 

한국에서도 XVA 와 관련된 연구를 활발히 할 

필요가 있다. 본 논문에서는 대부분의 

XVA 이론이 바탕으로 하고 있는 GBM 모델이 

현실에 부합하지 않는 부분이 있다는 점을 

고려하여 GBM 모델을 일반화 시킨 Stochastic 

Volatility 모델에 맞게 XVA 이론을 전개하였다. 

또한, Heston 모델과 SABR 모델을 이용하여 

특정 조건에서의 확률과정을 calibrate 했고, 

이에 해당되는 내재변동성 표면을 

구현해봄으로써 Stochastic Volatility 모델들을 

비교해 보았다. 마지막으로 코스피 200 콜 

옵션의 XVA 를 산출함으로써, XVA 가 시장의 

파생상품의 가격을 결정하는데 있어 얼마나 

중요한 역할을 하는지 확인해 보았다. 
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1. Introduction 

2008년 미국 발 금융위기 이후로 “Too big to fail”이란 말이 무색해졌다. 기업 

및 금융기관의 부도위험의 실재성이 부각되었고, 거래상대방 (Counterparty)의 
부도 등으로 인한 채무 불이행에 대한 인식이 크게 변화하였다. 또한, 관련 
규제들이 생기면서 금융거래의 비용이 증가하게 되었다. 이로 인해 파생상품 
시장에 전반에 걸쳐 개념의 변화가 생겼다. 파생상품 가격산정에 있어서 
신용위험, 자금조달 (Funding) 위험, 규제 등에 따른 Capital Requirement 등 다양한 
위험의 중요성이 재조명되었으며 이를 파생상품의 공정가격 산출에 반영한 최신 
이론을 XVA라고 한다.  
   현재 XVA 연구는 석학들의 관심을 받고 있으며 퀀트 등 실무자들의 핵심 
업무가 되었다. 하지만, 2008년 이후로 지속적으로 발전하고 있는 새로운 
이론이어서 그런지 아직 이에 대한 국내 연구는 피상적인 수준에서 머무르고 
있다. 단적인 예로 2016년 2월 11일 현재 저자들이 RISS에서 찾을 수 있는 
XVA관련 국내 논문은 없었다. 
   이에 저자들은 국내 최초로 한국형 XVA 모델에 대한 연구를 진행하고자 한다. 
현재 XVA 모델 연구는 기초자산이 Geometric Brownian Motion (GBM)을 따른다는 
가정 하에 도출되고 있다. 하지만, GBM은 기초자산의 변동성이 상수라는 등의 
단순한 가정에 의존하고 있고 이는 실제 상황과 잘 맞지 않다. 따라서, 현실적인 
XVA모델을 구하기 위해서는 GBM을 일반화 시킬 필요가 있다. 이에 저자들은 
주식가격이 Geometric Brownian Motion (GBM)을 따른다는 가정을 일반화하여 
현업에서 널리 사용되고 있는 Stochastic Volatility 모델들에 적합한 XVA를 
도출하고자 한다. 또한, 많이 인용되고 있는 Stochastic Volatility 모델들을 코스피 
200에 맞게 추정한 후, 코스피 200 콜 옵션의 XVA를 실질적으로 산출해보려고 
한다.  
따라서, 본 논문은 세 가지 관점에서 큰 의의를 가진다. 첫째는, 시장의 

판도를 바꾸고 있지만 현재 국내에 관련 논문이 부재한 상황에서 한국형 XVA 
모델에 대한 연구를 진행하였다는 점이다. 둘째는, XVA 모델의 기본 가정을 현실 
상황에 잘 맞게 일반화 하여 연구하였다는 점이며, 세 번째로 이론에 그치지 
않고 코스피 200 콜 옵션에 적합한 XVA를 직접 산출해보았다는 것이다.  
 
1.1  Market overview in the wake of the crisis 

 
2008년 금융위기 이후의 시장 변화는 크게 네 가지로 요약할 수 있다. 첫째, 

파생상품시장에서 무위험 수익률로 널리 이용되던 LIBOR금리의 신뢰성에 
의문이 제기됐다. Figure 1.1를 참고하면 2008년 위기 전후로 LIBOR-OIS 스프레드 
추이에 상당한 변화가 있었음을 확인할 수 있다.  
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Figure1.1 LIBOR-OIS Spreads between March 2006 and March 2009. Source: (Andrew, 2015) 
 
이는 파생상품 시장에 큰 영향을 끼치게 되었는데, 기존에는 무위험 이자율을 사용해야 
하거나, 모델링 할 필요가 있을 때, 기본적으로 LIBOR 를 이용했었다. 하지만 Figure 
1.1 에서 보듯이 위기 상황에서 LIBOR 가 무위험 이자율을 나타내는 척도로서 
적합한지에 대한 의문이 생기기 시작한 것이다. 따라서 은행들이 만기가 다른 
파생상품이나 채권들의 기대 보수 (expected payoff)를 산출하기 위해 LIBOR 에만 
의존하지 않고 파생상품의 만기에 더욱 적합한 multiple projection curve 들을 이용하기 
시작했다. 또한, 더욱 적절한 할인율을 산출하기 위한 노력이 지속되었는데 현재 
장외파생상품 시장에서 활발이 연구되고 있는 Credit Support Annex (CSA) discounting 을 한 
예로 들 수 있다 (Green, 2015).  

두 번째로, 은행들이 상대방의 부도위험을 감안한 Credit Valuation Adjustment(CVA)를 
적극적으로 파생상품 가격 산출에 반영하기 시작했다는 점이다. 2008 년 금융 위기 
이전에는 몇몇 큰 은행에서만 CVA 를 산출했었고, 그 중 대부분은 거래 상대방의 부도 
위험만을 감안한 unilateral CVA 만 산출하는데 그치고 있었다. 하지만, 위기 이후로 해외 
글로벌 투자은행들은 거래상대방과 거래관계자들의 부도위험을 모두 포함하는 bilateral 
CVA 를 산출하기 시작한 것에 반해, 아직 한국의 은행들은 이를 파생상품가격에 
반영하지 않고 있다. (김주철·김민지, 2015) 

세 번째로, 현업에서 무담보 조달비용(unsecured funding cost)을 모델링 하기 시작했다. 
금융 위기에로 인해 Credit Default Swap (CDS) 스프레드가 급격히 벌어지기 시작했고, 
이는 무담보 조달비용에 큰 영향을 끼치게 되었다. 따라서, 현업에서는 무담보 조달비용 
모델링이 필요하게 되었고 이를 반영한 FVA 를 산출하기 시작했다. 현재, FVA 의 
경제적인 의의는 아직 활발히 논의 중이나 대부분의 글로벌 투자은행에서는 FVA 를 
산출하고 FVA 충당금을 마련하고 있는 상황이다. 일례로, JP Morgan 의 경우는 2014 년 
1월에 FVA충당금으로 15억달러를 보유하고 있었다 (Green, 2015).  

네 번째로, 규제강화로 인한 자본 규제 지침(capital requirement directive)등으로 
자본관리 비용이 커지게 되었다. 이로 인해 파생상품 거래의 제한 등으로 파생되는 
비용들을 무시할 수 없는 상황에 맞닥뜨리게 되는데, 현업의 종사자들은 이와 같은 
비용을 수치화하고 관리해야 할 필요성을 느끼게 된 것이다. 
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1.2  XVA Overview 

XVA 는 시장의 불완정성 (Imperfection) 등으로부터 기인한 문제점들이 파생상품의 
공정가격 산출에 어떤 영향을 주는지를 분석하는 모형이라고 할 수 있다. 예를 들어, 
파생상품 가격결정론에 큰 영향력을 행사한 Black 과 Scholes (1973)의 모형은 몇 가지 
단순가정을 전제로 하는데, 이 중에는 파생상품의 거래에 일체의 비용이 소요되지 
않는다, 투자자는 무위험 이자율의 채권을 원하는 만큼 발행/매입 할 수 있다, 거래 
상대방은 어떠한 경우에도 부도가 나지 않는다라는 전제도 포함되어 있다. 하지만, 
현실적으로 이런 전제조건이 맞지 않는 다는 것은 자명한데, 이런 문제점들로 인한 

파생상품의 공정가격을 조정해주는 모형이 XVA 인 것이다. 다르게 말하면, XVA 또는 ‘X’ 

Valuation Adjustment 는 파생상품의 가격산정에 있어서 신용위험, Funding 위험, Capital 
Requirement 위험 등에 따른 가격조정을 하기 위한 모든 이론을 통합해서 지칭한다. 
신용위험을 고려한 Credit Valuation Adjustment (CVA)와 Debt Valuation Adjustment (DVA), 
Funding Cost 를 고려한 Funding Valuation Adjustment (FVA), 담보 (Collateral) 관리에서 
비롯되는 Collateral Valuation Adjustment (COLVA), 그리고 규정에 따른 Capital 
Requirement 에서 야기되는 비용을 고려한 Capital Valuation Adjustment (KVA) 등이 
포함된다. 이 외에도 Margin Valuation Adjustment (MVA)와 Tax Valuation Adjustment (TVA) 
등의 모델링도 있다. 이와 같은 모든 Valuation Adjustment 를 통틀어 XVA 이론이라고 
하고 본 연구에서는 CVA, DVA, FVA, COLVA, KVA 를 고려할 예정이다.  

서론의 XVA 개념 설명을 위해서는 두 가지 논문을 적극 참조하였는데, 본 연구에서 
CVA, DVA, FVA 의 개념은 김주철·김민지 저자(2015)의 세미나 발표자료를, COLVA 와 
KVA 개념은 Green (2015)의 저서를 이용하였다.  

 
1.2.1 Credit Valuation Adjustment (CVA) 

 
CVA란 거래상대방(Counterparty)이 가지고 있는 시장위험과 신용위험을 수치화하여 

파생상품의 가격산정에 반영하는 이론이다. 파생상품 가격산정의 기본이 되는 Black-
Scholes (1973)모델에서는 거래상대방의 위험의 존재를 고려하지 않는다. 따라서 CVA 
이론은 거래상대방 위험을 고려하지 않은 파생상품 가격에서 거리상대방 위험을 
계량화하여 가격을 조정하는 것이라고 볼 수 있다.  
 

𝑅𝑖𝑠𝑘𝑦	𝑃𝑜𝑟𝑡𝑓𝑜𝑙𝑖𝑜 = 𝑅𝑖𝑠𝑘𝑓𝑟𝑒𝑒	𝑃𝑜𝑟𝑡𝑓𝑜𝑙𝑖𝑜 − 𝐶𝑟𝑒𝑑𝑖𝑡	𝑉𝑎𝑙𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛	𝐴𝑑𝑗𝑢𝑠𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡 
 

CVA 이론은 세 가지 기본적인 가정을 따른다. 첫째, 자사(은행)의 부도위험은 
존재하지 않는다1. 둘째, 모든 시장 참여자들은 무 위험 이자율로 대출 및 자금 조달이 
가능하다. 셋째, 거래 상대방의 부도확률로 인한 신용 익스포져와 자사의 부도확률은 
서로 독립이라고 가정한다. CVA 이론에서 자사의 부도위험을 고려할 경우 DVA 

                                     
1 이와 같은 CVA 의 개념은 Unilateral CVA 라고도 불린다. 
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이론으로 발전되고, 무 위험 이자율로 대출이 가능하지 않다고 가정할 경우 FVA 
이론으로 발전하게 된다.  
    하지만 거래상대방의 부도위험만 고려한 일방향 CVA (Unilateral CVA) 이론은 
차익거래 (Arbitrage)의 문제를 내포하고 있다. 왜냐하면 부도위험이 없는 높은 
신용등급의 거래자가 위험자산을 매입할 경우 CVA 를 적용하여 낮은 가격에 자산을 
매입하고, CVA 를 적용하지 않은 가격에 매도하는 비대칭적 거래가 가능하기 때문이다.  
이처럼 일방향 CVA 는 동일 파생상품에 대해 두 가지 가격이 산출 가능하다는 문제점이 
있다. 

 
1.2.2 Debt Valuation Adjustment (DVA) 

 
일방향 CVA 의 문제점을 해결하기 위해 거래상대방과 자사 모두의 부도위험을 

고려한 양방향 CVA (Bilateral CVA) 개념을 도입할 수 있다. 양방향 CVA 이론을 도입할 
경우, 거래상대방의 부도위험으로 인한 가격조정은 CVA, 자사의 부도위험으로 발생한 
가격조정을 Debt Valuation Adjustment 라고 볼 수 있다.  
 

𝐵𝑖𝑙𝑎𝑡𝑒𝑟𝑎𝑙	𝐶𝑉𝐴 = 𝐶𝑉𝐴 + 𝐷𝑒𝑏𝑡	𝑉𝑎𝑙𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛	𝐴𝑑𝑗𝑢𝑠𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡 
 

DVA 이론의 도입으로 거래자간 파생상품의 가격을 일치시키는 효과를 볼 수 있다. 
하지만 자사(은행)의 부채 가치를 평가하는 과정에서 예기치 못한 문제가 발생할 수 
있다. 현재 IFRS 는 자사의 부채를 시장가치로 평가하도록 권고하고 있다2. 시장금리에는 
변화가 없지만 자사의 신용등급이 하락할 경우, 신용등급 하락으로 채권의 가격이 
떨어져 부채의 시장가치가 줄어들게 된다. 결과적으로 자본의 양이 늘어난 것처럼 보일 
수 있다. 이러한 상황에 DVA 를 적용할 경우, 신용등급 하락으로 인해 DVA 이득이 
발생할 수 있는 문제점이 있다.    

 
1.2.3 Funding Valuation Adjustment (FVA) 

 

현업에서는 국채의 수익률이나 LIBOR 금리로 대출 및 자금조달이 가능하였기 
때문에 이를 무위험 이자율로 사용하는 것이 관행이었다. 하지만 금융위기 후로 무위험 
이자율로서는 LIBOR 보다는 Overnight Index Swap (OIS) Rate 을 더 사용하는 추세이다. 
이러한 모델링의 변화는 자금조달의 비용에 큰 영향을 끼치게 되는데, 예를 들면 
LIBOR-OIS 스프레드는 통상적으로 10bps 내로 유지되었지만, 금융위기 직후 350bps 
이상으로 상승하기까지 했다. 따라서, 자금조달에 사용되는 이자율을 모형화하고, 이를 
파생상품의 가격을 산출하는데 고려해야 할 필요성이 부각되기 시작했는데. 이런 문제를 

                                     
2 주의할 점은 IFRS 등의 가이드라인 하에서 산출된 CVA 와 DVA 는 실질적인 CVA 및 DVA 와 상이할 수 있고, 규제 

등으로 가이드라인으로 산출된 CVA 및 DVA 관리비용이 야기된다면 이는 KVA 에 포함되어야 하는 것이다. 
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해결하는 모형이 FVA 인 것이다. FVA 이론에 의하면 파생상품의 가격조정은 자금조달 
비용과 이의 반대 개념인 Funding Benefit 에 의한 효과를 모두 고려해야 한다.  
 

𝐹𝑢𝑛𝑑𝑖𝑛𝑔	𝑉𝑎𝑙𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛	𝐴𝑑𝑗𝑢𝑠𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡
= 𝐹𝑢𝑛𝑑𝑖𝑛𝑔	𝐶𝑜𝑠𝑡	𝐴𝑑𝑗𝑢𝑠𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡 + 𝐹𝑢𝑛𝑑𝑖𝑛𝑔	𝐵𝑒𝑛𝑒𝑓𝑖𝑡	𝐴𝑑𝑗𝑢𝑠𝑡𝑚𝑒𝑛𝑡 

 
    FVA 의 유효성은 현업에 종사하고 있는 퀀트들과 경제학자들 사이에서 치열하게 
논의되고 있는데, Hull 과 White (2012), (2014)는 FVA 의 경제적 의미에 의문을 제기하는 
반면, 앞서 얘기한 것처럼 글로벌 투자은행은 포트폴리오 운영상의 위험을 줄이기 위해 
막대한 양의 FVA 충당금을 관리하고 있는 실정이다. 
 
1.2.4  Other Valuation Adjustment (COLVA, KVA, MVA, TVA) 

 
Collateral Valuation Adjustment (COLVA): 장외 파생상품 거래를 할 때 ISDA 

Agreement혹은 CSA등의 합의문을 준수하기 위해 적절한 수준의 담보를 제공해야 하는 
경우가 생기는 데, 이 경우 담보를 관리 해야 하고, 이 때 비용이 발생하게 된다. 이 
비용을 고려하여 파생상품의 가격을 조정하는 이론을 COLVA 라고 한다.  

Capital Valuation Adjustment (KVA): Basel II.5 와 Basel III 등의 규제를 준수할 때 
비용이 발생한다. 이 때 발생되는 비용을 고려하여 파생상품의 가격을 조정하는 이론을 
KVA 라고 한다. 

Margin Valuation Adjustment (MVA): margin account 를 관리 할 때 비용이 발생하는데, 
이 때 나오는 비용을 고려하여 파생상품의 가격을 조정하는 이론을 MVA 라고 한다.   

Tax Valuation Adjustment (TVA): 세금으로 인해 발생하는 비용을 고려하여 파생상품의 
가격을 조정하는 이론을 TVA 라고 한다.   

본문에서 MVA 와 TVA 는 고려하지 않지만, 논문에서 사용한 방법과 유사한 
방법으로 쉽게 도출해 낼 수 있다. 

  
1.2.5 Why do we need XVA? 

Law of One Price 에 의하면 동일한 금융상품은 모든 시장에서 같은 가격에 

거래되어야 한다. 하지만 앞서 살펴보았듯이, 어떠한 가격조정 이론을 적용하는지, 서로 

다른 기업이 엄수해야 할 규제의 차이, 등에 따라 파생상품 가격이 상이하게 산출될 수 

있다. 따라서, 같은 XVA 모형을 이용하여 파생상품의 공정가격을 산출 하더라도 

금융사별로 공정가격이 다르게 나올 수 있다는 것이다. 이는 해외 파생상품시장의 

전반적인 패러다임을 바꾸는 계기가 되었다.   

하지만, 김주철 및 김민지 저자의 세미나 자료에서 발췌한 Table A1 과 Table A2 에서 

볼 수 있듯이, 해외 은행들은 본점의 가격정책을 따라 XVA 를 파생상품 가격을 

정하는데 사용하는 반면, 국내은행은 충당금 및 위험가중자산의 형태로만 XVA 를 

반영하고, 파생상품 가격 결정에는 사용하지 않고 있다.  
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이에 따라 여러 문제들이 발생할 수 있다. 우선, 같은 파생상품이라도 평가기준에 따라 
평가가격에 차이가 생기는데, 이에 따라 위험이 생겼을 때 국내와 국외의 파생상품 평가 
가격 괴리가 더욱 더 심화 될 것이다. 또한, 해외은행의 경우 XVA 를 반영하면서 
상대방의 리스크를 파생상품 가격에 반영하여 대 고객 장외거래가 줄어들게 될 것이다. 
이에 따라 신용도가 낮은 거래상대방이나 만기가 긴 거래가 국내은행으로 집중될 것이다. 
또, 가장 간단한 파생상품인 통화선도나 스왑 등에 대해서도 은행간의 상품 가격차이가 
커져 파생상품을 헷지 수단으로 사용하는데 어려움이 생길 수 있고 (김주철·김민지, 2015), 
나아가 XVA 헷지가 필요할 수도 있다 (Green, 2015). 

이와 같은 문제점들을 막기 위해 국내 은행에서도 CVA, DVA, FVA 등의 XVA 를 파생 
상품의 가격 결정에 사용해야 한다. 그렇기에 한국에 맞는 XVA 모델을 연구할 필요가 
있다. 
 

1.3 Stochastic Volatility Models 

 
Stochastic Volatility 모델에서는 기초자산의 수익률이 확률과정(stochastic process)을 

따르면서 이것의 변동성(Volatility)도 확률과정을 따르는 모델이다. 이는 GBM 을 일반화 
시킨 것이라고 이야기 할 수 있다. 이 모델은 Black-Scholes 모델의 단점을 해결하기 위한 
방법 중 하나다. 좀 더 구체적으로 설명하자면, Black-Scholes 모델에서는 Volatility 가 
상수라고 가정하는데, Figure A1처럼 시장의 내재변동성은 상수가 아니라 파생상품의 
기초자산가와 행사가의 비율 (moneyness) 혹은 기대 보수 (expected payoff)와 만기에 따라 
변화하는 함수라는 것을 알 수 있다. 또한 시간에 따라 내재변동성 표면의 형태가 
임의로 달라지는 것으로부터 알 수 있듯이 내재변동성, moneyness, 만기 사이의 관계는 
임의로 변화한다. 이는 변동성이 상수가 아닌 함수 꼴로 표현될 수 있으며, 시간에 따라 
임의로 바뀌는 모형이 필요하다는 것을 뜻하고, 이런 것들을 일반화 시켜주는 모델이 
Stochastic Volatility 모델이다. 
 
1.4  Research Method 

 
본 논문에서는 첫 번째로 Stochastic Volatility 모델에 맞게 XVA 모델을 수정하여 

GBM 을 바탕으로 한 XVA 모델과 비교, 분석을 할 것이다. 두 번째로, Stochastic Volatility 
모델 중 가장 널리 사용되고 있는 Heston 모델과 SABR 모델을 코스피 200 에 적용시키고 
이에 해당되는 내재변동성 표면 (Implied Volatility Surface)을 구현할 것이다. 마지막으로, 
콜 옵션 가격을 산출하기에 적합한 Heston 모델을 이용해 코스피 200 옵션의 XVA 를 
산출할 것이다.   
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2. Theorems and Derivations 
2.1  Stochastic Volatility Models 

Gatheral (2006)을 참고하면, Stochastic Volatility 모델은 다음과 같은 조건을 만족시키는 
모형들의 집합이라고 할 수 있다.  

𝑑𝑆@ = 𝜇@𝑆@𝑑𝑡 + B𝑣@𝑆@𝑑𝑍E	

𝑑𝑣@ = 𝛼(𝑆@, 𝑣@, 𝑡)𝑑𝑡 + 𝜂𝛽(𝑆@, 𝑣@, 𝑡)𝑣@𝑑𝑍L 

𝐶𝑜𝑣(𝑑𝑍E, 𝑑𝑍L) = 𝜌𝑑𝑡 

여기서 𝑑𝑆@는 기초자산의 변화량, 𝑑𝑣@는 변동성의 변화량을 나타내는데, 상기 모형의 
특징은 𝑑𝑆@와 𝑑𝑣@가 모두 Wiener 과정 𝑑𝑍E, 𝑑𝑍L에 영향을 받는다는 것이다. 다르게 
말하면, 𝑑𝑆@와 𝑑𝑣@가 결정적 (deterministic)이지 않고 특정 확률 과정을 따른다는 것을 
의미한다. 시장에서 널리 사용되는 Stochastic Volatility 모형으로는 SABR 모델과 Heston 
모델이 있는데 2.1 에서는 이 모형들에 대해 설명하려고 한다. 
 
2.1.1 SABR Model 

SABR 혹은 Stochastic Alpha Beta Rho 모형은 Hagan et al (2002)이 제안한 모형으로 
선도 (forward)의 변화과정이 CEV 모형과 비슷하지만 변동성이 결정적 (deterministic)이지 
않고 확률과정 (stochastic process)라고 가정한다. SABR 모형은 선도의 가격이 다음과 같은 
과정을 다음과 같이 표현한다. 
 

𝑑𝐹 = 𝑉(𝑡)𝐹(𝑡)N𝑑𝑍(𝑡) 

𝑑𝑉(𝑡) = 𝜖𝑉(𝑡)𝑑𝑊(𝑡) 

𝑉(0) = 𝛼 

𝐶𝑜𝑣R𝑑𝑍(𝑡), 𝑑𝑊(𝑡)S = 𝜌𝑑𝑡 

여기서 𝜖, 𝛼 ∈�
U
, 𝛽 ∈ (0,1], 𝜌 ∈ [−1,1]라는 조건이 충족되어야 한다.  

저자들은 Singular perturbation technique 를 이용해 옵션의 가치를 닫힌 근사해 (closed form 
approximation)가 Black 의 선도옵션가격 모형과 동일하다는 것을 증명한다. 
 

CZ[\] = e_`(a_@)R𝐹𝑁(𝑑U) − 𝐾𝑁(𝑑_)S 

PZ[\] = e_`(a_@)R𝐾𝑁(−𝑑_) − 𝐹𝑁(−𝑑U)S 

𝑑± =
log i𝐹𝐾j ±

𝜎lmnL

2 (𝑇 − 𝑡)

𝜎qrsB(𝑇 − 𝑡)
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또한, Implied Volatility 𝜎lmn의 근사식을 도출하는데, 다음과 같다 
 

𝜎lmn =
𝛼

(𝐹𝐾)
E_N
L

t1 +
(1 − 𝛽)L

24
vlog v

𝐹
𝐾
ww

L

+
(1 − 𝛽)x

1920
vlog v

𝐹
𝐾
ww

x
z
𝑧

𝑥(𝑧)
	

∙ ~1 +	�
(1 − 𝛽)L𝛼L

24(𝐹𝐾)E_N
+

𝜌𝛽𝜖𝛼

4(FK)
E_N
L
+ 𝜖L

2 − 3𝜌L

24
� (𝑇 − 𝑡) + ⋯� 

𝑧 =
𝜖
𝛼
(𝐹𝐾)

E_N
L log v

𝐹
𝐾
w 

𝑥(𝑧) = log �
B1 − 2𝜌z + zL + 𝑧 − 𝜌

1 − 𝜌
� 

이 근사식은 옵션이 깊은 OTM 이거나 만기가 길 때 적절하지 않다는 것이 알려져 
있어서 Paulot (2009) 등은 더 적절한 근사식을 연구한다. 
 
2.1.2 Heston Model 

Heston (1993)이 제시한 Stochastic Volatility 모형으로 다음과 같이 표현된다.  
 

dS@ = 𝜇@𝑆@𝑑𝑡 + B𝑣@𝑆@𝑑𝑍E 

𝑑𝑣@ = −𝜅(𝑣@ − 𝑣̅)𝑑𝑡 + 𝜂B𝑣@𝑑𝑍L 

	𝐶𝑜𝑣(𝑑𝑍E, 𝑑𝑍L) = 𝜌dt	
 
상기 모형에서 변동성 𝑣@이 Cox-Ingersoll-Ross (CIR) 모형과 같게 표현된다는 것을 알 수 
있다. 따라서, 𝜆는 변동성 𝑣@ 장기적인 평균 𝑣̅로 수렴하는 속도(speed of mean reversion)를 
나타낸다. 𝜂는 변동성의 변동 (volatility of volatility)라고 불린다. CIR 모형과 마찬가지로 
𝜂B𝑣@는 변동성이 음수가 되지 않도록 보장하고, Feller Condition 2𝜆𝑣̅ > 𝜂L이 충족되면 
변동성은 항상 양수가 된다.   
 

Heston 과정에서 콜 옵션 가격을 도출하는 과정은 다음과 같다. 먼저, Multi-
dimensional Ito 의 Lemma 에 의해 파생상품의 가격 변화량 𝑑𝑉는 
 

d𝑉 = �
𝜕𝑉
𝜕𝑡

+
𝜕𝑉
𝜕𝑆

𝜇𝑆 + 𝜅(𝑣̅ − 𝑣)
𝜕𝑉
𝜕𝑣

+
𝜂L𝑣
2
𝜕L𝑉
𝜕𝑣L

+
𝑆L𝑣
2
𝜕L𝑉
𝜕𝑆L

+ 𝜂𝑆𝑣𝜌
𝜕L𝑉
𝜕𝑆𝜕𝑣

�𝑑𝑡 

+
𝜕𝑉
𝜕𝑆 √

𝑣𝑆𝑑𝑍E + 𝜂√𝑣
𝜕𝑉
𝜕𝑣

𝑑𝑍L	

 

로 표현됨을 알 수 있다. 파생상품 𝑉와 기본자산 𝑆 그리고 동일한 기본자산을 가지지만 
만기, 행사가격 등이 상이한 파생상품 𝑉L을 이용하여 구성한 복제포트폴리오  
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𝜋 = V + 𝛿E𝑆 + 𝛿L𝑉L를 고려하면, 포트폴리오 가치의 변화 d𝜋는 다음과 같이 표현된다. 
 

d𝜋 = �
𝜕𝑉
𝜕𝑡
+ 𝛿L

𝜕𝑉L
𝜕𝑡

+ 𝜇𝑆 v
𝜕𝑉
𝜕𝑆

+ 𝛿E + 𝛿L
𝜕𝑉L
𝜕𝑆

w + 𝜅(𝑣̅ − 𝑣) v
𝜕𝑉
𝜕𝑣

+ 𝛿L
𝜕𝑉L
𝜕𝑣

w +
𝜂L𝑣
2
�
𝜕L𝑉
𝜕𝑣L

+ 𝛿L
𝜕L𝑉L
𝜕𝑣L

�

+
𝑆L𝑣
2
�
𝜕L𝑉
𝜕𝑆L

+ 𝛿L
𝜕L𝑉L
𝜕𝑆L

� + 𝜂𝑆𝑣𝜌 �
𝜕L𝑉
𝜕𝑆𝜕𝑣

+ 𝛿L
𝜕L𝑉L
𝜕𝑆𝜕𝑣

��𝑑𝑡

+ v𝛿E +
𝜕𝑉
𝜕𝑆

+ 𝛿L
𝜕𝑉L
𝜕𝑆

w√𝑣𝑆𝑑𝑍E + v
𝜕𝑉
𝜕𝑣

+ 𝛿L
𝜕𝑉L
𝜕𝑣

w 𝜂√𝑣𝑑𝑍L 

 
따라서,  

𝛿L = −
𝜕𝑉 𝜕𝑣⁄
𝜕𝑉L 𝜕𝑣⁄  

𝛿E = −
𝜕𝑉
𝜕𝑆

− 𝛿L
𝜕𝑉L
𝜕𝑆

	

 

일 때, 포트폴리오는 무위험 수익률을 얻어야 하므로, 
 

𝜕𝑉
𝜕𝑡
+ 𝛿L

𝜕𝑉L
𝜕𝑡

+ 𝜇𝑆 v
𝜕𝑉
𝜕𝑆

+ 𝛿E + 𝛿L
𝜕𝑉L
𝜕𝑆

w + 𝜅(𝑣̅ − 𝑣) v
𝜕𝑉
𝜕𝑣

+ 𝛿L
𝜕𝑉L
𝜕𝑣

w +
𝜂L𝑣
2
�
𝜕L𝑉
𝜕𝑣L

+ 𝛿L
𝜕L𝑉L
𝜕𝑣L

�

+
𝑆L𝑣
2
�
𝜕L𝑉
𝜕𝑆L

+ 𝛿L
𝜕L𝑉L
𝜕𝑆L

� + 𝜂𝑆𝑣𝜌 �
𝜕L𝑉
𝜕𝑆𝜕𝑣

+ 𝛿L
𝜕L𝑉L
𝜕𝑆𝜕𝑣

� = 𝑟𝑉 + 𝛿E𝑟𝑆 + 𝛿L𝑟𝑉L 

					→
1

𝜕𝑉 𝜕𝑣⁄ �
𝜕𝑉
𝜕𝑡

+ 𝜅(𝑣̅ − 𝑣)
𝜕𝑉
𝜕𝑣

+
𝜂L𝑣
2
𝜕L𝑉
𝜕𝑣L

+
𝑆L𝑣
2
𝜕L𝑉
𝜕𝑆L

+ 𝜂𝑆𝑣𝜌
𝜕L𝑉
𝜕𝑆𝜕𝑣

+ 𝑟𝑆
𝜕𝑉
𝜕𝑆

− 𝑟𝑉� 

=
1

𝜕𝑉L 𝜕𝑣⁄ �
𝜕𝑉L
𝜕𝑡

+ 𝜅(𝑣̅ − 𝑣)
𝜕𝑉L
𝜕𝑣

+
𝜂L𝑣
2
𝜕L𝑉L
𝜕𝑣L

+
𝑆L𝑣
2
𝜕L𝑉L
𝜕𝑆L

+ 𝜂𝑆𝑣𝜌
𝜕L𝑉L
𝜕𝑆𝜕𝑣

+ 𝑟𝑆
𝜕𝑉L
𝜕𝑆

− 𝑟𝑉L�	

 

인데 좌변과 우변이 파생상품의 종류를 제외하고는 동일하다는 것을 알 수 있다. 따라서, 
특정 파생상품 𝑉의 가치 변화량 𝑑𝑉는 𝑆, 𝑣, 𝑡의 함수 𝜆(𝑆, 𝑣, 𝑡)로 이루어져 있다는 것을 
알 수 있다. Heston(1993)은 Breeden (1978)의 Consumption-based 모형 논문을 참조하여 
𝜆(𝑆, 𝑣, 𝑡) = 𝜆𝑣라고 가정해 
 

𝜕𝑉
𝜕𝑡

+ 𝜅(𝑣̅ − 𝑣)
𝜕𝑉
𝜕𝑣

+
𝜂L𝑣
2
𝜕L𝑉
𝜕𝑣L

+
𝑆L𝑣
2
𝜕L𝑉
𝜕𝑆L

+ 𝜂𝑆𝑣𝜌
𝜕L𝑉
𝜕𝑆𝜕𝑣

+ 𝑟𝑆
𝜕𝑉
𝜕𝑆

− 𝑟𝑉 = 𝜆𝑣
𝜕𝑉
𝜕𝑣

 

→
𝜕𝑉
𝜕𝑡
+ (𝜅(𝑣̅ − 𝑣) − 𝜆𝑣)

𝜕𝑉
𝜕𝑣

+
𝜂L𝑣
2
𝜕L𝑉
𝜕𝑣L

+
𝑆L𝑣
2
𝜕L𝑉
𝜕𝑆L

+ 𝜂𝑆𝑣𝜌
𝜕L𝑉
𝜕𝑆𝜕𝑣

+ 𝑟𝑆
𝜕𝑉
𝜕𝑆

− 𝑟𝑉 = 0	

 

와 같인 Fokker-Planck Equation 을 도출한다. 
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저자는 Black Scholes 의 닫힌 해 (Closed Solution)이 맞는다고 가정하고 콜 옵션의 가치를 
다음과 같이 표현한다. 
(𝐴𝑛𝑠𝑎𝑡𝑧)	  

𝐶 = 𝑆𝑃E − 𝐾𝑒_`(a_@)𝑃L = e�𝑃E − 𝐾𝑒_`(a_@)𝑃L 

𝐶(𝑆a, 𝑣, 𝐾) = (𝑆a − 𝐾)U, 𝐶(0, 𝑣, 𝐾) = 0,
𝜕𝐶R∞, 𝑣, 𝐾S

𝜕𝑆
= 1	 

 
이를 앞서 구한 Fokker-Planck Equation 에 대입하면 
 

𝜕𝑃�
𝜕𝑡

+ R𝑎 − 𝑏�𝑣S
𝜕𝑃�
𝜕𝑣

+
𝜂L𝑣
2
𝜕L𝑃�
𝜕𝑣L

+
𝑣
2
𝜕L𝑃�
𝜕𝑥L

+ 𝜂𝑣𝜌
𝜕L𝑃�
𝜕𝑥𝜕𝑣

+ R𝑟 + 𝑢�𝑣S
𝜕𝑃�
𝜕𝑥

= 0,			j ∈ {1, 2} 

a = 𝜅𝑣̅, 𝑏E = 𝜅 + 𝜆 − 𝜂𝜌, 𝑏L = 𝜅 + 𝜆, 𝑢E =
1
2
, 𝑢L = −

1
2

 

을 얻는다. 여기서 함수	𝑓�를 다음과 같이 정의하면 
 

𝑓�(𝑥, 𝑣, 𝑡) = 𝐸 𝑒l∅�¢𝑥(𝑡) = 𝑥, 𝑣(𝑡) = 𝑣£, j ∈ {1, 2} 
 
Ito 의 Lemma 에의해  
 

d𝑓� = �
𝜕𝑓�
𝜕𝑡

+
𝜕𝑓�
𝜕𝑆

𝜇𝑆 + 𝜅(𝑣̅ − 𝑣)
𝜕𝑓�
𝜕𝑣

+
𝜂L𝑣
2
𝜕L𝑓�
𝜕𝑣L

+
𝑆L𝑣
2
𝜕L𝑓�
𝜕𝑆L

+ 𝜂𝑆𝑣𝜌
𝜕L𝑓�
𝜕𝑆𝜕𝑣

�𝑑𝑡 +
𝜕𝑓�
𝜕𝑆 √

𝑣𝑆𝑑𝑍E

+ 𝜂√𝑣
𝜕𝑓�
𝜕𝑣

𝑑𝑍L	

 

이며, Law of Iterated Expectation 에 의해 E d𝑓�£ = 0가 되고, 
 

𝜕𝑓�
𝜕𝑡

+
𝜕𝑓�
𝜕𝑆

𝜇𝑆 + 𝜅(𝑣̅ − 𝑣)
𝜕𝑓�
𝜕𝑣

+
𝜂L𝑣
2
𝜕L𝑓�
𝜕𝑣L

+
𝑆L𝑣
2
𝜕L𝑓�
𝜕𝑆L

+ 𝜂𝑆𝑣𝜌
𝜕L𝑓�
𝜕𝑆𝜕𝑣

= 0	
 
을 얻으며, 𝑓�(𝑥, 𝑣, 𝑇) = 𝑒l∅�임을 알 수 있다. 
 
다음으로 𝑓�(𝑥, 𝑣, 𝑡) = 𝑒¥U¦§Ul∅�라고 가정을 하게 되면 

D(𝑇 − 𝑡; ∅) = ri∅(𝑇 − 𝑡) +
𝑎
𝜎L
¬Rb� − 𝜌𝜂∅i + dS(𝑇 − 𝑡) − 2 log �

1 − 𝑔𝑒®(a_@)

1 − 𝑔
�¯ 

E(𝑇 − 𝑡; ∅) =
b� − 𝜌𝜂∅i + d

𝜂L
t
1 − 𝑒®(a_@)

1 − 𝑔𝑒®(a_@)
z 

𝑔 =
b� − 𝜌𝜂∅i + d
b� − 𝜌𝜂∅i − d

 

𝑑 = °Rb� − 𝜌𝜂∅iS
L
− 𝜂LR2𝑢�∅𝑖 − ∅LS	
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이고, Fourier Inversion Theorem 에 의해 
 

𝑃�(𝑥, 𝑣, 𝑇; log(𝐾)) =
1
2
+
1
𝜋
± Ret

𝑒_l∅ ³´µ(¶)𝑓�(𝑥, 𝑣, 𝑇; ∅)
𝑖∅

z 𝑑∅
∞

·
,						j ∈ {1, 2}	

 
라는 것을 알 수 있다. Carr 와 Madan (1999)는 Fast Fourier Transform 을 이용하여 적분을 
하는 방법을 제시하는데, 이미 Heston 모형은 널리 사용되고 있는 모형이라 Matlab, R 
등의 프로그램 등을 이용해 어렵지 않게 콜 옵션의 가치를 산출 할 수 있다.  
 
2.2  Discount curve modeling 

2.2.1 Cox-Ingersoll-Ross model 

Cox et al (1985)의 금리 모형은 균형 단기금리(Equilibrium short rates)모형이다. 본 
모형의 두드러지는 특징으로 기대값이 장기적으로 수렴하고, 금리가 항상 양수가 되도록 
제한이 되며, 변동성은 금리와 연동이 되는 것 등이 있다. 이 절에서는 CIR 모형에 대한 
간략한 소개, 수익률이 CIR 과 같은 확률과정을 따를 때 채권의 확률과정, 그리고 채권의 
위험가격을 차례로 설명하겠다. 
 
먼저, 𝑍@를 표준 브라운 운동 (Wiener Process)이면 CIR 은 단기금리	𝔯@를 다음과 같이 
모델링한다. 

d𝔯@ = a(𝑏 − 𝔯@)𝑑𝑡 + 𝜎¹B𝔯@𝑑𝑍@, 		𝔯· = 𝑟 > 0	
 
모든 매개 변수는 임의의 양수이어야 하고	𝑟은 단기금리의 시장가격이다. 이 확률 과정은 
Feller 과정이라고도 불리는데 다음과 같이 만들어질 수 있다 (Rémillard, 2013).  

X@l =
𝜎
2
± 𝑒_

¼
L(@_½)𝑑𝑍@l

@

·
+ 𝑒_

¼
L@°

𝑟
𝑛

 

𝑍@E, … , 𝑍@¿은 독립적인 표준 브라운 운동이고	X@l는	X·l = °`
¿
 를 만족시키는 독립적인 

Ornstein-Uhlenbeck 과정 dX@l = − ¼
L
X@l𝑑𝑡 +

À
L
𝑑Z@l이고 𝔯@ = ∑ RX@lS

L¿
lÃE 이면		𝔯· = 𝑟이고 

 

d𝔯@ = a�𝑛
𝜎L

4a
− 𝔯@�𝑑𝑡 + 𝜎¹B𝔯@𝑑𝑊Ä@,					𝑊Ä@ =Å ±

X½l

𝔯½

@

·
𝑑W½

l
¿

lÃE
	

 
과 같은 브라운 운동을 가지는 확률 과정으로 표현이 가능하다. 따라서, xÇÈ

ÀÉ
= 𝑛일 때 

해가 존재하고 이는	ab > 0를 뜻하며 금리는 Non Central 𝜒L 분포를 따르게 된다. 따라서, 
최대우도법을 이용해 추정하는 것이 가능해진다. 
 
2.3 XVA for Stochastic Volatility Models 

저자들은 Stochastic Volatility 모형에 적용 가능한 XVA 모형을 도출해내었는데, 이 
과정에서 Burgard 와 Kjaer (2013)의 XVA 모형을 참조했다. 일반적인 Stochastic Volatility 
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모형에서 기초자산은 다음과 같은 과정을 가진다. 
 

dS = 𝜇Z𝑑𝑡 + 𝜎Z𝑑𝑍E = 𝜇(𝑆, 𝑡)𝑑𝑡 + 𝜎(𝑆, 𝑣, 𝑡)𝑑𝑍E 

d𝑣 = 𝜇§𝑑𝑡 + 𝜎§𝑑𝑍L 

Cov(𝑑𝑍E, 𝑑𝑍L) = 𝜌𝜎Z𝜎§dt	

 

위와 같은 기초자산을 가지는 파생상품을 보유할 시, 거래 상대방 𝐶Ì가 부도날 경우 
파생상품의 가치 𝑉Í는	∆VÏÐ만큼 줄어들며 파생상품의 가치는 𝑔ÏÐ가 될 것이다. 이와 같은 
위험을 피하기 위해 거래 상대방 𝐶Ì가 발행하는 채권	PÏÐ를 매매해야 하는데 이는 
다음과 같은 과정을 따른다고 가정한다. 
 

dPÏÐ = 𝑟ÏÐ𝑃ÏÐ − 𝑃ÏÐ𝑑𝐽ÏÐ,								𝑘 ∈ {1,2}	
	

여기서, 𝑑𝐽ÏÐ는 𝐶Ì가 부도날 경우 1 인 점프 과정 (Jump Process)라고 보면 된다. 비슷하게 
금융기관의 경우 XVA 와 Capital Requirement 등을 충족시키기 위해 채권을 매매하는데 
이는 다음과 같은 과정 
 

dPÌ = 𝑟Ì𝑃Ì − (1 − 𝑅Ì)𝑃Ì𝑑𝐽\,								𝑘 ∈ {1,2}	
 
을 가지며 𝑅Ì은 회수율을 뜻한다. 또한, 거래 상대방의 부도확률은 생존분석에 사용되는 
것처럼 Exponential Distribution 이 가정되는데, 이 때 부도확률을 산출하는데 필요한 
재해율 𝜆Ò와 𝜆ÓÐ은 다음과 같다고 가정한다.  
 

𝑟Ì − 𝑟 = (1 − 𝑅Ì)𝜆Ò,								𝑘 ∈ {1,2} 

	𝜆ÓÐ = 𝑟ÏÐ − 𝑞ÏÐ,								𝑘 ∈ {1,2}	

 

물론, CDS 를 이용해 신용곡선을 도출할 수 있는데 관련 공식은 Appendix 의 7.1 에서 
확인할 수 있다. 파생상품 포트폴리오 𝑉Í = 𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉ는 동일한 기초자산을 가졌지만 
행사가격, 만기, 그리고 Counter-party 등이 다른 두 개의 파생상품 𝑉ÍÏÕ, 𝑉ÍÏÉ으로 이루어져 
있다. 
Multi-dimensional Ito’s Lemma 를 이용하면 다음 식을 도출할 수 있다. 
 

𝑑𝑉Í = �
𝜕𝑉Í
𝜕𝑡

+
𝜕𝑉Í
𝜕𝑆

𝜇Z +
𝜕𝑉Í
𝜕𝑣

𝜇§ +
𝜎ZL

2
𝜕L𝑉Í
𝜕𝑆L

+
𝜎§L

2
𝜕L𝑉Í
𝜕𝑣L

+ 𝜌𝜎Z𝜎§
𝜕L𝑉Í	
𝜕𝑣𝜕𝑆

�𝑑𝑡 +
𝜕𝑉Í
𝜕𝑆

𝜎Z𝑑𝑍E +
𝜕𝑉Í
𝜕𝑣

𝜎§𝑑𝑍L

+ ∆𝑉Í\𝑑𝐽\ + ∆𝑉ÍÏÕ𝑑𝐽ÏÕ + ∆𝑉ÍÏÉ𝑑𝐽ÏÉ	

 

또한 Funding Equation 은 다음과 같이 주어지고 
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𝑉Í −Å R𝑋� − 𝛼�𝑃�S
L

ØÃE
− ∅𝐾 = 0 

 
Cash Account 는 Rebalancing 이 있기 전 다음과 같은 과정을 가진다. 
 

𝑑𝛽Z = −𝛿Z(𝛾Z − 𝑞Z)𝑆𝑑𝑡 

𝑑𝛽ÏÐ = 𝛼ÏÐ𝑞ÏÐ𝑃ÏÐ𝑑𝑡, 𝑘 ∈ {1,2} 

𝑑𝑋� = −𝑟ÚÛ𝑋�𝑑𝑡	

𝑑𝛽Z = −𝛾Ü𝐾𝑑𝑡 

 
Self-financing 가정으로 인해 복제 포트폴리오는 다음과 같은 과정을 가지게 된다. 
 

𝑑𝜋 = 𝛿Z𝑑𝑆 − 𝛿Z(𝛾Z − 𝑞Z)𝑆𝑑𝑡 +Å i𝛼ÏÛ𝑑𝑃ÏÛ + 𝛼�𝑑𝑃�j
L

ØÃE
−Å 𝛼ÏÛ𝑞ÏÛ𝑃ÏÛ𝑑𝑡

L

�ÃE
−Å 𝑟ÚÛ𝑋�𝑑𝑡

L

�ÃE
− 𝛾¶𝐾𝑑𝑡	

 
따라서, 전체 포트폴리오는 다음과 같은 과정을 가진다. 
 

𝑑𝑉Í + 𝑑𝜋 = �
𝜕R𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑡
+ �𝛿Z +

𝜕R𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS
𝜕𝑆

�𝜇Z +
𝜕R𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑣
𝜇§

+
𝜎ZL

2
𝜕LR𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑆L
+
𝜎§L

2
𝜕LR𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑣L
+ 𝜌𝜎Z𝜎§

𝜕LR𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS
𝜕𝑣L

− 𝛿Z(𝛾Z − 𝑞Z)𝑆 +Å i𝛼ÏÛ𝑟ÏÛ𝑃ÏÛ + 𝛼�𝑟�𝑃�j
L

ØÃE
−Å 𝛼ÏÛ𝑞ÏÛ𝑃ÏÛ

L

�ÃE
−Å 𝑟ÚÛ𝑋�

L

�ÃE

− 𝛾¶𝐾 + 𝛿Z𝜇Ý�𝑑𝑡 + �𝛿Z𝜎Ý +
𝜕R𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑆
𝜎Z�𝑑𝑍E +

𝜕R𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS
𝜕𝑣

𝜎§𝑑𝑍L

+ �∆𝑉Í\ −Å 𝛼�R1 − 𝑅�S𝑃�
L

�ÃE
� 𝑑𝐽\ + R∆𝑉ÍÏÕ − 𝛼ÏÕ𝑃ÏÕS𝑑𝐽ÏÕ + R∆𝑉ÍÏÉ − 𝛼ÏÉ𝑃ÏÉS𝑑𝐽ÏÉ 

이 때, 다음과 같이 포트폴리오를 운용한다면 
 

𝜕𝑉ÍÏÕ
𝜕𝑣

= −𝛿Ö
𝜕𝑉ÍÏÉ
𝜕𝑣

 

𝛿Z = −
𝜕𝑉ÍÏÕ
𝜕𝑆

− 𝛿Ö
𝜕𝑉ÍÏÉ
𝜕𝑆

= −
𝜕𝑉ÍÏÕ
𝜕𝑆

+
𝜕𝑉ÍÏÕ 𝜕𝑣⁄
𝜕𝑉ÍÏÉ 𝜕𝑣⁄

𝜕𝑉ÍÏÉ
𝜕𝑆

 

𝛼ÏÐ =
∆𝑉ÍÏÐ
𝑃ÏÐ

, 𝑘 ∈ {1, 2} 
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ÞRÖÄßÕUàáÖÄßÉS
ÞZ

𝜇Z,
ÞRÖÄßÕUàáÖÄßÉS

Þ§
𝜇§, 𝛿Z𝜇Ý, 𝛿Z𝜎Ý +

ÞRÖÄßÕUàáÖÄßÉS
ÞZ

𝜎Z, ∆𝑉ÍÏÕ − 𝛼ÏÕ𝑃ÏÕ , ∆𝑉ÍÏÉ − 𝛼ÏÉ𝑃ÏÉ등이 

제거되어 다음과 같은 결과가 성립한다.  
 

𝑑𝑉Í + 𝑑𝜋 = �
𝜕R𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑡
+
𝜎ZL

2
𝜕LR𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑆L
+
𝜎§L

2
𝜕LR𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑣L

+ 𝜌𝜎Z𝜎§
𝜕LR𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑣𝜕𝑆
− 𝛿Z(𝛾Z − 𝑞Z)𝑆 +Å i𝑟ÏÛ∆𝑉ÍÏÛ + 𝛼�𝑟�𝑃�j

L

ØÃE

−Å 𝛼ÏÛ𝑞ÏÛ𝑃ÏÛ
L

�ÃE
−Å 𝑟ÚÛ𝑋�

L

�ÃE
− 𝛾¶𝐾� 𝑑𝑡 + �∆𝑉Í\ −Å 𝛼�R1 − 𝑅�S𝑃�

L

�ÃE
�𝑑𝐽\ 

또한, Funding Equation 𝑉Í − ∑ R𝑋� − 𝛼�𝑃�SL
ØÃE − ∅𝐾 = 0에 의해 

 
𝛼E(𝑟E − 𝑟)𝑃E + 𝛼L(𝑟L − 𝑟)𝑃L = 𝑟𝑉Í − 𝑟∅𝐾 − 𝑟𝑋E − 𝑟𝑋L + 𝛼E𝑟E𝑃E + 𝛼L𝑟L𝑃L 

→ 𝛼E𝑟E𝑃E + 𝛼L𝑟L𝑃L = −𝑟𝑉Í + 𝑟∅𝐾 + 𝑟𝑋E + 𝑟𝑋L + 𝛼E𝜆â(1 − 𝑅E)𝑃E + 𝛼L𝜆â(1 − 𝑅L)𝑃L	

→ 𝛼E𝑟E𝑃E + 𝛼L𝑟L𝑃L = −𝑟𝑉Í + 𝑟∅𝐾 + 𝑟𝑋E + 𝑟𝑋L − 𝜆â𝜖ã + 𝜆âR𝑔\ − 𝑉ÍS, 

𝜖ã = ∆𝑉Í\ − 𝛼E(1 − 𝑅E)𝑃E + 𝛼L𝜆â(1 − 𝑅L)𝑃L 

을 임을 알 수 있다. 
 
Self-financing 가정에 의해 포트폴리오는 수익을 올리지 않게 되므로 
 

𝑑𝑉Í + 𝑑𝜋 = 0 
 
가 되고, 따라서 다음이 성립한다. 
 
𝜕R𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑡
+
𝜎ZL

2
𝜕LR𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑆L
+
𝜎§L

2
𝜕LR𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑣L
+ 𝜌𝜎Z𝜎§

𝜕LR𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS
𝜕𝑣𝜕𝑆

− 𝛿Z(𝛾Z − 𝑞Z)𝑆 +Å i𝑟ÏÛ∆𝑉ÍÏÛ + 𝛼�𝑟�𝑃�j
L

ØÃE
−Å 𝛼ÏÛ𝑞ÏÛ𝑃ÏÛ

L

�ÃE
−Å 𝑟ÚÛ𝑋�

L

�ÃE

− 𝛾¶𝐾 = 0	

→
𝜕R𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑡
+
𝜎ZL

2
𝜕LR𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑆L
+
𝜎§L

2
𝜕LR𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑣L
+ 𝜌𝜎Z𝜎§

𝜕LR𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS
𝜕𝑣𝜕𝑆

− 𝛿Z(𝛾Z − 𝑞Z)𝑆 +Å 𝜆ÏÛ i𝑔ÏÛ − 𝑉Íj
L

ØÃE
−Å 𝑠ÚÛ𝑋�

L

�ÃE
− 𝛾¶𝐾 − 𝑟𝑉Í + 𝑟∅𝐾 − 𝜆â𝜖ã

+ 𝜆âR𝑔\ − 𝑉ÍS = 0 

이를 정리하기 위해 다음과 같은 결과를 이용하였다. 
 

𝑔\ = 𝑉Í + ∆𝑉Í\, ∆𝑉ÍÏÛ = 𝑔ÏÛ − 𝑉Í, 𝜆ÏÛ = 𝑟ÏÛ − 𝑞ÏÛ, 𝑠ÚÛ = 𝑟ÚÛ − r,	
 
이제 파생상품 포트폴리오의 가치 𝑉Í를 신용위험 등을 고려하지 않고 Black-Scholes 의 
가정을 충족시키는 가치	𝑉 = 𝑉ÏÕ + 𝛿ä𝑉ÏÉ와 𝑈 = 𝑈ÏÕ + 𝛿ä𝑈ÏÉ의 합으로 나타내면 𝑉Í = 𝑉 +
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𝑈이고, Black Scholes PDE 는 다음과 같은 결과를 줄 것입니다. 
 

𝑑𝑉Í + 𝑑𝜋 = �
𝜕𝑉
𝜕𝑡

+
𝜕𝑉
𝜕𝑆

𝜇Z +
𝜕𝑉
𝜕𝑣

𝜇§ +
𝜎ZL

2
𝜕L𝑉
𝜕𝑆L

+
𝜎§L

2
𝜕L𝑉
𝜕𝑣L

+ 𝜌𝜎Z𝜎§
𝜕L𝑉
𝜕𝑣𝜕𝑆

− 𝛿Z(𝛾Z − 𝑞Z)𝑆 + 𝛿Z𝜇Ý� 𝑑𝑡

+ �𝛿Z𝜎Ý +
𝜕R𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS

𝜕𝑆
𝜎Z�𝑑𝑍E +

𝜕R𝑉ÍÏÕ + 𝛿Ö𝑉ÍÏÉS
𝜕𝑣

𝜎§𝑑𝑍L	

 

그리고 이미 앞서 구한 𝛿Z, 𝛿Ö는 포트폴리오를 Deterministic Process 로 만들어 줄 
것이므로 다음과 같은 공식이 성립할 것이라는 것을 알 수 있다. 
 

𝜕𝑉
𝜕𝑡

+
𝜎ZL

2
𝜕L𝑉
𝜕𝑆L

+
𝜎§L

2
𝜕L𝑉
𝜕𝑣L

+ 𝜌𝜎Z𝜎§
𝜕L𝑉
𝜕𝑣𝜕𝑆

− 𝛿Z(𝛾Z − 𝑞Z)𝑆 − rV = 0	
 
따라서, 
  
𝜕𝑈
𝜕𝑡

+
𝜎ZL

2
𝜕L𝑈
𝜕𝑆L

+
𝜎§L

2
𝜕L𝑈
𝜕𝑣L

+ 𝜌𝜎Z𝜎§
𝜕L𝑈
𝜕𝑣𝜕𝑆

− �𝑟 + 𝜆â +Å 𝜆ÏÛ
L

ØÃE
�𝑈

= −Å 𝜆ÏÛ i𝑔ÏÛ + 𝑉Í
� − 𝑉j

L

ØÃE
+Å 𝑠ÚÛ𝑋�

L

�ÃE
+ 𝛾¶𝐾 − 𝑟∅𝐾 + 𝜆â𝜖æ − 𝜆â(𝑔\ − 𝑉) 

𝑈(𝑇, 𝑆) = 0	

 

따라서, Multi-dimensional Feynman Kac Theorem 에 의해 포트폴리오전체의 XVA 를 구할 수 
있다. 다음으로, XVA 를 𝑈 = 𝑈ÏÕ + 𝛿ä𝑈ÏÉ와 같이 counter party별로 나눌 것인데 이를 
위해서는 다음과 같은 식이 성립해야 한다는 것을 알 수 있다. 
 

𝜕𝑈Ì
𝜕𝑡

+
𝜎ZL

2
𝜕L𝑈Ì
𝜕𝑆L

+
𝜎§L

2
𝜕L𝑈Ì
𝜕𝑣L

+ 𝜌𝜎Z𝜎§
𝜕L𝑈Ì
𝜕𝑣L

− R𝑟 + 𝜆â + 𝜆ÏÐS𝑈Ì

= −𝜆ÏÐR𝑔ÏÐ − 𝑉ÌS + 𝑠ÚÐ𝑋Ì + 𝛾¶𝐾Ì − 𝑟∅𝐾Ì + 𝜆â𝜖ãÌ − 𝜆â(𝑔\Ì − 𝑉Ì)	

	

또한, 이를 위해서는 𝜖ã = 𝜖æE + 𝜖æL로 표현이 가능하여야 할 것이고, 

 

𝜖ãÌ = ∆𝑉Í\Ì − 𝛼EÌ(1 − 𝑅E)𝑃E + 𝛼LÌ𝜆â(1 − 𝑅L)𝑃L 

= 𝑔\Ì − 𝑉Ì − 𝑈Ì − 𝛼EÌ(1 − 𝑅E)𝑃E + 𝛼LÌ𝜆â(1 − 𝑅L)𝑃L 

 
로 쓰여져야 할 것이며 

𝛼� =Å 𝛼�Ì
L

ÌÃE
, 𝑗 ∈ {1, 2} 

𝑔\ =Å 𝑔\Ð
L

ÌÃE
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등이 성립해야 할 것이다. 발행자의 채권을 거래상대방별로 구별하는 것은 어렵지 
않으며, B 의 부도 시 파생상품의 가치가 각 거래 상대방에게 분배가 된다는 것은 적절한 
가정이므로, 

𝜖ã =Å 𝛼ãÌ
L

ÌÃE
	

 
가 성립한다. 
 
마지막으로 남은 것이 Capital Allocation (𝛾¶𝐾Ì − 𝑟∅𝐾Ì)인데, 이는 거래 상대방 수준에서 
나누어지기보다는 규제와 회사의 내부 규정에 의해 결정되는 경우가 많이 있으므로 
적절한 Capital Allocation Scheme 이 필요하게 된다. Capital Allocation 이 가능하다고 가정을 
하고 Feynman Kac Theorem 을 적용하면, 𝑘 ∈ {1, 2}에 대해, 
 

𝑈ÏÐ = 𝐶𝑉𝐴ÏÐ + 𝐷𝑉𝐴ÏÐ + 𝐹𝐶𝐴ÏÐ + 𝐶𝑂𝐿𝑉𝐴ÏÐ + 𝐾𝑉𝐴ÏÐ 

𝐶𝑉𝐴ÏÐ = E t± −𝜆ÏÐ(𝑠) exp �± −i𝑟(𝑢) + 𝜆â(𝑢) + 𝜆ÏÐ(𝑢)j
½

@ë
𝑑𝑢� R𝑔ÏÐ − 𝑉ÏÐS𝑑𝑠

a

@ë
ì𝐹@ëz 

𝐷𝑉𝐴ÏÐ = E t± −𝜆\(𝑠) exp �± −i𝑟(𝑢) + 𝜆â(𝑢) + 𝜆ÏÐ(𝑢)j
½

@ë
𝑑𝑢� R𝑔\Ì − 𝑉ÏÐS 𝑑𝑠

a

@ë
ì 𝐹@ëz 

𝐹𝐶𝐴ÏÐ = E t± 𝜆â(𝑠) exp�± −i𝑟(𝑢) + 𝜆â(𝑢) + 𝜆ÏÐ(𝑢)j
½

@ë
𝑑𝑢� 𝜖ãÌ 𝑑𝑠

a

@ë
ì 𝐹@ëz 

𝐶𝑂𝐿𝑉𝐴ÏÐ = E t± 𝑠ÚÐ(𝑠) exp �± −i𝑟(𝑢) + 𝜆â(𝑢) + 𝜆ÏÐ(𝑢)j
½

@ë
𝑑𝑢�𝑋Ì 𝑑𝑠

a

@ë
ì 𝐹@ëz 

𝐾𝑉𝐴ÏÐ = E t± (𝛾¶(𝐾, 𝑠) − 𝑟(𝑠)∅Ì) exp�± −i𝑟(𝑢) + 𝜆â(𝑢) + 𝜆ÏÐ(𝑢)j
½

@ë
𝑑𝑢�𝐾Ì 𝑑𝑠

a

@ë
ì 𝐹@ëz 

 
인 것을 알 수 있다. 하지만, Capital Allocation Scheme 은 유일하지 않으며 따라서 XVA 의 
값이 Capital Allocation 을 어떻게 하느냐에 따라서 달라질 수 있다는 것을 시사한다. 
특이한 점은, Stochastic Volatility 모형을 적용한 XVA 모형이 GBM 를 가정한 XVA 모형과 
같은 형태로 도출된다는 것을 알 수 있다.  
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3. Implementations 
이번 장에서는 Stochastic Volatility 모형의 XVA 산출을 위해 사용되는 모형들의 

추정방법과 결과에 대해서 설명한다. 먼저, 할인율 커브를 구하기 위해 CIR 모형을 
추정하고, 코스피 200 에 보다 적절한 Stochastic Volatility 모형을 찾기 위해 SABR 모형과 
Heston 모형의 모수들을 추정할 것이다.  
 
3.1 Discount Curve Calibration 

  이번 절에서는 Cox-Ingersoll-Ross 모형의 추정방법과 결과에 대해서 설명할 것이다. 
Cox-Ingersoll-Ross 모형은 non-central chi-squared 분포를 따른다. 보다 정확하게 설명하면, 
단기 금리 𝑟(𝑡)는 다음과 같은 확률밀도함수를 가진다. 
 

f`(@) = 𝑓îÉ(§,ïð) ñò⁄ 	(𝑥) = 	 𝑐@𝑓îÉ(§,ïð)	(𝑐@𝑥) 

𝑐@ =
4𝑘

𝜎L(1 − exp(−𝑘𝑡))
 

𝑣 =
4𝑘𝜃
𝜎L

 

𝜆õ = 𝑐@𝑟· exp(−𝑘𝑡)	

 

따라서, 최대우도법을 이용해 CIR 모형의 추정이 가능하다.  
 
CIR 함수의 추정을 위해 금융투자협회에 공시된 2015 년 1월 18 일부터 2016 년 1월 18
일까지의 3 개월 국고채 금리를 이용했다. 추정결과, 𝜅의 추정값은 0.7059568, 𝜃의 경우 
0.1575195,	𝜎는 0.1862001 라는 결과를 얻었고, 로그우도값은 -0.00133051 이었다. 
 
위와 같은 추정 결과를 이용해 500 개의 단기금리 시뮬레이션과 예상되는 Spot Rate 을 구

했는데 결과는 Figure 3.1 과 같았다. 
 

 
Figure 3.1 Simulated short rate paths and expected risk free spot rates from Jan, 18th 2016. 
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3.2 Stochastic Volatility Calibration 

본 논문에서는 SABR 모형과 Heston 모형을 코스피 200 에 적용시켰는데 이번 
절에서는 각 모형의 최적화 문제를 어떤 데이터를 이용하여 해결했는지 설명할 것이다. 
 
3.2.1 SABR Model 

SABR 모형의 Calibration 을 위해 먼저 𝛽값을 설정하는데 임의 S 의 값을 설정하거나 
다음과 같은 선형회귀분석 
 

log(𝜎ö÷ø) = log 𝛼 − (1 − 𝛽) log F	
 
을 이용하여 추정할 수 있다. 하지만, Hagan et al 에 의하면 𝛽값이 최적화 문제를 푸는데 
큰 영향을 주지 않으므로 저자들은 𝛽를 0.5 라고 임의로 가정하였다. 그리고, 다음과 
같은 최적화 문제를 풀었는데,  
 

min
¶,m¼@û`l@ü

ý𝜎âÝ	qrsL − 𝜎Ýþâÿ	qrsL ý
L
	

 
여기서 𝜎âÝ	qrsL 은 Black-Scholes 모형의 내재변동성이고 𝜎Ýþâÿ	qrsL 는 2.1.1 에서 소개된 
Hagan et al 의 근사함수이며 다음과 같은 형태를 가진다. 
 

𝜎lmn =
𝛼

(𝐹𝐾)
E_N
L

t1 +
(1 − 𝛽)L

24
vlog v

𝐹
𝐾
ww

L

+
(1 − 𝛽)x

1920
vlog v

𝐹
𝐾
ww

x
z
𝑧

𝑥(𝑧)
	

∙ ~1 +	�
(1 − 𝛽)L𝛼L

24(𝐹𝐾)E_N
+

𝜌𝛽𝜖𝛼

4(FK)
E_N
L
+ 𝜖L

2 − 3𝜌L

24
� (𝑇 − 𝑡) + ⋯� 

𝑧 =
𝜖
𝛼
(𝐹𝐾)

E_N
L log v

𝐹
𝐾
w 

𝑥(𝑧) = log �
B1 − 2𝜌z + zL + 𝑧 − 𝜌

1 − 𝜌
� 

 
Calibration 을 위해 블룸버그 터미널의 Option Monitor (OMON)에 공시된 행사가, 만기별, 
코스피 200 콜 옵션의 내재변동성을 이용하였다. 추정결과, 𝛼의 추정치는 
25.5504784 이었고 𝜌는 0.8314781 이었으며 𝜖는 4.4040414 로 추정되었는데, RSS 는 
0.177139 이었다. 이 결과를 바탕으로 코스피 200선물의 변동성과 선물의 가격 
시뮬레이션을 500 개씩 산출했는데 결과는 Figure 3.2 와 같았다. 
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Figure 3.2 Simulated KOSPI 200 futures variance and paths from Jan, 18th 2016 until Jan, 18th 2017. 
 
3.2.2 Heston Model 

Heston 모형의 Calibration 을 위해 𝐶mÌ@가 코스피 200 옵션의 시장 가격이고 
𝐶!"½@#¿이 Heston 모형을 가정하고 산출한 코스피 200 옵션의 가격일 때,   
‖𝐶mÌ@ − 𝐶!"½@#¿‖L을 최소화 시켰다. Heston 모형의 경우 추정을 위해 금융투자협회에 
공시된 2015 년 1월 18 일부터 2016 년 1월 18 일까지의 3 개월, 6 개월, 9 개월, 1 년, 1.5 년, 
2 년, 2.5 년, 3 년 국고채 수익률 데이터를 Bootstrap 하여 Zero Rate 을 구했고, Nelson-Siegel 
Svensson 기법을 이용해 보간 (Interpolation)하려고 했으나 짧은 만기에서 수익률이 
음수가 되는 현상을 피하기 위해 선형보간 (Linear Interpolation)을 이용했다3. 그 외 옵션 
관련 정보는 블룸버그 터미널의 Option Monitor 의 공시를 이용했다. 추정결과, 𝜅의 추정 
값은 4.480139 였고, 𝜃는 0.009776, 𝜌는 0.888084, 𝜎는 3.947735 였으며, RSS 는 10_%보다 
작았다. 추정결과를 이용해 얻은 코스피 200 의 변동성과 추이는 Figure 3.3 과 같았다. 
 

 
Figure 3.3 Simulated KOSPI200 futures variance and paths from Jan, 18th 2016 until Jan, 18th 2017. 
                                     
3Nelson Siegel Svensson 기법의 추정치는 다음과 같았다.  

Parameter 𝛽· 𝛽E 𝛽L 𝛽& 𝜏E 𝜏L 

Estimates 0.01486825 -0.000058 -0.001544 0.0063963 0.6970444 1.5334998 
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3.3 Stochastic Volatility Model Calibration Comparison 

SABR 모델과 Heston 모델의 추정결과를 이용해 내재변동성 표면을 도출하고, 이 
결과를 시장의 내재변동성과 비교하였는데 결과는 Figure 3.4 와 같았다. 먼저, 잘 알려져 
있는 대로 만기에 가까울 수록 시장의 내재변동성의 오류가 크다는 것을 알 수 있다. 
또한, 시장의 내재변동성과 도출된 내재변동성의 오류가 시장의 내재변동성 대비 상당히 
완만하다는 것을 알 수 있는데 이는 사용된 모형들이 변동성 표면을 잘 도출하고 있다는 
것을 시사한다. 

 

 
Figure 3.4 Top: Implied Volatility Surface obtained from Heston model (left) and SABR model 
(right). Bottom: Implied Volatility residual squared from Heston model (left) and SABR model (right) 
 

CIR Estimation  
𝜅 0.7059568 
𝜃 0.1575195 
𝜎 0.1862001 

SABR Estimation  
𝛼 25.5504784 
𝛽 0.5 
𝜌 0.8314781 
𝜖 4.4040414 

Heston Estimation  
𝜅 4.480139 
𝜃 0.009776 
𝜌 0.888084 
𝜎 3.947735 

Table 3.1 Summary of estimation results 
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4. XVA Computation 
이번 장에서는 Heston 모형을 이용해 XVA 를 산출해 볼 것이다. 계산의 간소화를 

위해 담보가 없다고 가정할 것이고 규제에 의한 Capital Requirement 즉 KVA 가 없다고 
가정할 것이다. 이 경우, 2 장에서의 결과로 XVA 는 다음과 같이 표현될 것이다. 
   

𝑔\ = 𝑉U + 𝑅\𝑉_ 

𝑔Ï = 𝑅Ï𝑉U + 𝑉_ 

 

𝑈 = 𝐶𝑉𝐴 + 𝐷𝑉𝐴 + 𝐹𝐶𝐴 

𝐶𝑉𝐴 = E t−(1 − 𝑅Ï)± 𝜆Ï(𝑠) exp �± −R𝑟(𝑢) + 𝜆â(𝑢) + 𝜆Ï(𝑢)S
½

@ë
𝑑𝑢�𝑉U𝑑𝑠

a

@ë
ì 𝐹@ëz 

𝐷𝑉𝐴 = E t−(1 − 𝑅\)± 𝜆\(𝑠) exp �± −R𝑟(𝑢) + 𝜆â(𝑢) + 𝜆Ï(𝑢)S
½

@ë
𝑑𝑢�𝑉_ 𝑑𝑠

a

@ë
ì 𝐹@ëz 

𝐹𝐶𝐴 = E t± 𝜆â(𝑠) exp�± −R𝑟(𝑢) + 𝜆â(𝑢) + 𝜆Ï(𝑢)S
½

@ë
𝑑𝑢� 𝜖ã 𝑑𝑠

a

@ë
ì 𝐹@ëz 

또한, 코스피 200 콜 옵션의 경우 기초자산의 거래가 일어나지 않는 현금 정산의 형태를 
띄고, 콜 옵션 구매자의 Payoff 가 음수가 되지 않으므로 DVA 가 없어지고 XVA 는 
다음과 같아진다. 
 

𝐶𝑉𝐴 = E t−(1 − 𝑅Ï)± 𝜆Ï(𝑠) exp �± −R𝑟(𝑢) + 𝜆â(𝑢) + 𝜆Ï(𝑢)S
½

@ë
𝑑𝑢�𝑉U𝑑𝑠

a

@ë
ì 𝐹@ëz 

𝐹𝐶𝐴 = E t± 𝜆â(𝑠) exp�± −R𝑟(𝑢) + 𝜆â(𝑢) + 𝜆Ï(𝑢)S
½

@ë
𝑑𝑢� 𝜖ã 𝑑𝑠

a

@ë
ì 𝐹@ëz	

 

먼저, 주식과 금리가 각 100 개씩의 Simulation Path 를 이용하여 CVA 를 산출했는데 채권 
부도 시 회수율 𝑅Ï은 금융투자협회에 공시된 2014 년 24.21%라고 가정했다. 
산출과정에서, CPU 와 Ram 이 각각 i7-4712HQ, 16 gB 인 컴퓨터에서 100 개의 금리와 
코스피 200 일별(daily)시뮬레이션을 이용하면 산출에 걸리는 시간이 2 시간이 넘는다는 
것을 확인하고 시뮬레이션 경로(Simulation Path)를 10 개씩으로 줄였는데, 이 상황에서도 
한 시나리오 하의 CVA 를 산출하는데 5 분 정도의 시간이 필요했다. 산출결과, 행사가별 
1 년 만기 코스피 200 콜 옵션의 CVA 는 거래 상대방과 채권 발행자의 신용등급 대해 
Table A3 과 같았다.  
 
 
 
 
 
 



22 

 

FVA 의 경우에는 헷지에러 𝜖ã에 큰 영향을 받는다는 것을 알 수 있다. 따라서, FVA 는 
헷지전략에 영향을 받게 되는데 크게 두 가지를 생각해볼 수 있다. 첫째, 자금조달로 
파생되는 헷지 에러 𝜖ã를 제거하기 위해 완벽한 포트폴리오복제를 한다는 것이다. 이 
경우, 𝛼E과 𝛼L를 다음과 같이 설정하게 되는데, 
 

𝛼E =
VÄ − 𝑔\

(𝑅E − 𝑅L)𝑃E
 

𝛼L = −
VÄ − 𝑔\

(𝑅E − 𝑅L)𝑃L
	

	
𝜖ã = 0 이 되고 FVA 가 무의미해진다. 둘 째, 거래상대방의 부도로 인해 있을 수 있는 
손해만 헷지하는 방법이 있다. 이 경우, 𝑃E는 회수율이 없는 채권, 𝑃L는 회수율이 𝑅L =
𝑅\인 채권이라고 할 때, 𝛼E𝑃E = −𝑈, 	𝛼L𝑃L = −𝑉가 되도록 채권을 관리하게 되면, 	𝜖ã =
(1 − R\)𝑉U가 되고 𝐹𝑉𝐴 = 𝐹𝐶𝐴 + 𝐷𝑉𝐴인데, 𝐷𝑉𝐴 = 0이므로, FVA 는 다음과 같이 
표현된다.  
 

𝐹𝑉𝐴 = E t−(1 − 𝑅\)± 𝜆\(𝑠) exp �± −R𝑟(𝑢) + 𝜆â(𝑢) + 𝜆Ï(𝑢)S
½

@ë
𝑑𝑢�𝑉𝑑𝑠

a

@ë
ì 𝐹@ëz 

또한, 콜 옵션의 경우 𝑉가 항상 양수이므로,	𝑉 = 𝑉U이고 CVA 의 𝜆\와𝜆Ï의 역할을 
바꿔주게 되면 콜옵션의 FVA 을 얻게 된다는 것을 알 수 있다. 마지막으로 CVA 와 콜 
옵션의 시장가 대비 비율은 Table A4 와 같았는데 약 7~9% 정도가 된다는 것을 확인했다.  
 
 
5. Conclusion 

본 논문에서는 우선 Stochastic Volatility 모델에 적합한 XVA 를 도출해 냈다. 이를 

통해 결과적으로 GBM 을 바탕으로 둔 XVA 모델이 Stochastic Volatility 를 바탕으로 

한 XVA 모델과 일치한다는 것을 확인했다. 또한, 내재변동성 표면이 moneyness 와 

만기에 영향을 받지 않고 평평한 모습이어야 하지만, 그렇지 않다는 것을 확인함으로써 

GBM 이 적합하지 않은 가정이라는 것을 다시 한번 확인했고, Heston 모델과 

SABR 모델을 이용하여 코스피 200 의 확률과정을 calibrate 했다. 이어 추정된 

Stochastic Volatility 모형을 이용해 내재변동성 표면을 구현하고 시장의 내재변동성 

표면을 얼마나 적절하게 나타내는지를 분석해보았다. 마지막으로, Heston 모델을 

이용하여 코스피 200 콜 옵션의 XVA 를 산출해 보았다. 비교적 단순한 금리 모형을 

사용했음에도 불구하고, 금리와 주식의 시뮬레이션 path 를 100 개씩 도입을 하고 1년 

만기 콜 옵션의 XVA 를 산출했을 때, 시간이 예상했던 것 보다 상당히 오래 걸렸다. 

이를 통해 저자들은 XVA 와 관련하여 수치적인 연구가 뒷받침 되어야 한다고 판단했다. 

마지막으로 XVA 가 시장의 불완전성을 고려하지 않은 파생상품의 가격과 비교 하였을 

때 무시할 수 없는 비율을 차지 한다는 것을 확인함으로써, XVA 가 파생상품의 가격을 

결정하는데 중요한 역할을 한다는 것을 확인했다.   
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7. Appendix 
7.1 Hazard rate calibration using CDS spread  

 
CDS 의 가치는 다음과 같이 나타낼 수 있습니다. 
 

VÏ¥Z = Vn`"mlûm	(") + V¼ññ`û"®	n`"mlûm − Vn`#@"ñ@l#¿	(") 

 
이 때, 재해율 (hazard rate) 𝜆를 측정하는 방법으로는 다양한 방법이 있지만, 

현업에서는 간단하고 선형보간 보다는 수치해석적으로 신뢰도가 높은 piecewise 
constant 를 가정하는 경향이 있습니다 (Andrew, 2015). 이 경우 VÏ¥Z의 가치를 구성하는 
Vn`"mlûm	("), V¼ññ`û"®	n`"mlûm , Vn`#@"ñ@l#¿	(")의 가치는 다음과 같이 도출됩니다. 

 

Vn`"mlûm	(")(𝑡·) =Å 𝐸 texp�± −𝑟(𝑢)𝑑𝑢
@*
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위와 같이 도출된 공식들을 이용해 n번째 만기의 CDS 의 가치 𝑉Ï¥Z¿ 를 구성하는  

𝑉n`"mlûm	(")
¿ ,𝑉¼ññ`û"®	n`"mlûm¿ , 𝑉n`#@"ñ@l#¿	(")¿ 를 n-1번째 만기의  𝑉n`"mlûm	(")¿_E , 

	𝑉¼ññ`û"®	n`"mlûm¿_E , 𝑉n`#@"ñ@l#¿	(")¿_E 의 함수로 나타낼 수 있는데 결과는 다음과 같습니다. 
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따라서, CDS 의 손익분기 스프레드는 다음과 같이 표현되고  

0 = 𝑉Ï¥Z¿ (𝑡·, 𝑆¿) = 𝑉n`#@"ñ@l#¿	(")¿ (𝑡·, 𝑆¿) +Å V¼ññ`û"®	n`"mlûml (𝑡·, 𝑆¿)
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7.2 Complementary figures and tables 

Company Account 2011 2012 2013 Sep 2014 

A IFRS   2.8  2.5  

Basel   26.0  39.3  

B IFRS 8.6  5.2  8.3  7.6  

Basel   36.7  31.5  

C IFRS 1.2  0.7  2.6  2.3  

Basel   11.0  27.6  

D IFRS 2.9  0.9  0.7  0.4  

Basel   30.2  25.1  

E IFRS 2.9  1.6  5.6  4.3  

Basel   52.7  39.3  

F IFRS 1.1  0.8  7.8  6.6  

Basel   42.2  45.0  

G IFRS 31.0  16.7  11.1  10.3  

Basel   42.2  40.9  

H IFRS 0.4  0.5  0.8  0.7  

Basel   31.2  30.3  

I IFRS 1.2  0.2  0.2  0.4  

Basel   26.7  24.3  

J IFRS 5.3  5.8  8.5  10.7  

Basel   129.5  62.6  

K IFRS 5.5  7.9  8.6  9.9  

Basel   36.1  44.5  

L IFRS 11.5  1.9  0.6  0.6  

Basel   22.8  22.4  

M IFRS   4.6  6.9  

Basel   42.5  45.0  

Table A1. CVA reported under IFRS by subsidiaries of global financial institutions (unit: bn KRW) 

  



29 

 

Company Account 2011 2012 2013 Sep 2014 

N 
CVA(IFRS) 19.1  14.5  12.4  3.6  

DVA(IFRS)     

CVA(Basel)   39.4  38.4  

O 
CVA(IFRS) 27.7  25.9  23.5  22.6  

DVA(IFRS)   1.1  1.2  

CVA(Basel)   102.2  95.7  

P 
CVA(IFRS) 18.3  2.5  2.4  3.4  

DVA(IFRS)   1.1  1.2  

CVA(Basel)   103.1  137.7  

Q 
CVA(IFRS) 330.7  167.1  88.5  55.6  

DVA(IFRS) 20.1  20.5  11.4  10.8  

CVA(Basel)   31.8  30.4  

R 
CVA(IFRS) 27.3  48.1  17.9  4.0  

DVA(IFRS)   0.1  0.1  

CVA(Basel)   65.4  35.5  

S 
CVA(IFRS) 94.8  195.0  80.4  65.7  

DVA(IFRS)   0.9  1.0  

CVA(Basel)   60.1  38.2  

T 
CVA(IFRS) 9.8  14.5  17.9  6.4  

DVA(IFRS)     

CVA(Basel)   34.1  51.6  

Table A2. CVA and DVA reported by Korean financial institutions (unit: bn KRW) 
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Figure A1. Market Implied Volatility Surface of KOSPI 200 Call Option on various dates between 
Dec, 29th 2015 to Jan, 18th 2016. 
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 Counter Party Credit Rating 
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𝐾 = 150 AAA AA+ AA 𝐾 = 300 AAA AA+ AA 
AAA 1.7471 1.9767 2.3125 AAA 1.4007 1.5845 1.8531 
AA+ 1.7454 1.9747 2.3102 AA+ 1.3993 1.5830 1.8513 
AA 1.7429 1.9719 2.3069 AA 1.3974 1,8487 1.6595 

𝐾 = 180 AAA AA+ AA 𝐾 = 330 AAA AA+ AA 
AAA 1.6595 1.8774 2.1962 AAA 1.3504 1.5276 1.7856 
AA+ 1.6578 1.8756 2.1940 AA+ 1.3491 1.5261 1.7847 
AA 1.6555 1.8729 2.1909 AA 1.3472 1.5240 1.7822 

𝐾 = 210 AAA AA+ AA 𝐾 = 360 AAA AA+ AA 
AAA 1.5839 1.7919 2.0960 AAA 1.3043 1.4754 1.7253 
AA+ 1.5823 1.7901 2.0939 AA+ 1.3030 1.4740 1.7236 
AA 1.5801 1.7876 2.0910 AA 1.3012 1.4719 1.7212 

𝐾 = 240 AAA AA+ AA 𝐾 = 390 AAA AA+ AA 
AAA 1.5165 1.1756 2.0066 AAA 1.2618 1.4273 1.6690 
AA+ 1.5150 1.1739 2.0046 AA+ 1.2606 1.4259 1.6673 
AA 1.5129 1.7115 2.0018 AA 1.2588 1.4239 1.6650 

𝐾 = 270 AAA AA+ AA 𝐾 = 420 AAA AA+ AA 
AAA 1.4558 1.6468 1.9261 AAA 1.2225 1.3828 1.6168 
AA+ 1.4543 1.6452 1.9242 AA+ 1.2213 1.3814 1.6152 
AA 1.4523 1.6429 1.9215 AA 1.2196 1.3795 1.6130 

 
Table A3 KOSPI 200 Call option CVA for various strike prices, as well as credit ratings of bond 
issuers and counter parties  
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 Counterparty Credit Rating 
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𝐾 = 150 AAA AA+ AA 
AAA 6.83% 7.73% 9.04% 
AA+ 6.82% 7.72% 9.03% 
AA 6.81% 7.71% 9.02% 

𝐾 = 180 AAA AA+ AA 
AAA 7.14% 8.08% 9.45% 
AA+ 7.14% 8.07% 9.44% 
AA 7.13% 8.06% 9.43% 

𝐾 = 210 AAA AA+ AA 
AAA 6.72% 7.60% 8.89% 
AA+ 6.71% 7.60% 8.89% 
AA 6.71% 7.59% 8.87% 

𝐾 = 240 AAA AA+ AA 
AAA 6.40% 7.24% 8.47% 
AA+ 6.40% 7.24% 8.46% 
AA 6.39% 7.23% 8.45% 

𝐾 = 270 AAA AA+ AA 
AAA 6.10% 4.73% 8.07% 
AA+ 6.10% 4.72% 8.07% 
AA 6.09% 6.89% 8.05% 

Table A4 KOSPI 200 Call option CVA as a percentage of its market price for various strike prices, as 
well as credit ratings of bond issuers and counterparties  
 


